
ラザフォード散乱 (Rutherford Scattering)
—古典物理学的的導出—
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図 1 Rutherford scattering の概要

1 運動方程式、角運動量保存

原子核による電子の散乱を考える。陽子は電子よりも約 1840倍質量が重いので、原子核は静止しているも
のとする。電子の運動方程式は、

me
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dt
= −Ze2x
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と書ける。無限遠方での電子の初速を V0、衝突パラメータを bとする。中心力場中での運動であるので角運

動量は保存される。極座標表示を用いて粒子の位置を表すと、方位角 ϕの運動方程式は角運動量保存を用いて

mer
2ϕ̇ = −meV0b, ∴

dϕ
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となる。散乱角を θ とすると散乱後の漸近的速度は (vx, vy) = (V0 cosθ,−V0 sinθ)と書ける。Eq.(2)を用いて
Eq.(1)の x方向の運動方程式を tの微分から ϕの微分方程式に書き換え、積分を実行すると、
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(3)

を得る。ここで入射電子の無限遠での角度は ϕ = ±π であり、散乱後は ϕ = −θ であることを用いた。
Eq.(3) より θ ≥ π/2となるように強く散乱される場合は cot(θ/2)が次図のような振る舞いをすることから、

θ ≥ π/2→ cot(θ/2) ≤ 1であり、このときの b,V0が満たすべき条件は以下のようになる。
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図 2 y = cot(θ/2)

また b→ 0の極限では

cot
θ

2
=

cos
θ

2

sin
θ

2

→ 0; cos
θ

2
→ 0, ∴ θ → π

となり、電子は元来た方向に跳ね返される。

2 散乱断面積
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図 3 入射粒子と散乱方向

無限遠方での入射電子の数密度を nとする。単位時間当たり単位面積を貫く電子の数は、単位面積を底辺と

する体積 V0の立方体に含まれる電子の数と一致する。無限遠方での電子の入射フラックス I は単位面積当た

り単位時間当たりに通過する電子の数であるから、

I = nV0 (5)
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となる。

実際の散乱実験では衝突係数 bを制御することは出来ない。そのかわりに bの分布が一様な多数の同一速度

粒子を散乱させ、散乱後ある方向に来る粒子の数を測定する。この時 bは散乱角 θの関数として Eq.(3)を用
いて

b(θ) =
Ze2

meV2
0

cot
θ

2
(6)

と書ける。

入射方向に垂直な単位面積を単位時間当たりに通過する電子の個数は I である。散乱角が θ と θ + dθ にな

る衝突係数を bと b+ dbとする。入射粒子の内衝突係数が [b, b+ db] の間にある電子の数 dNは、bが負の場

合も考慮して、
dN = 2π|bdb|I (7)

である。dNは [θ, θ + dθ] の間に単位時間当たりに散乱される電子の数と一致する。断面積 dSの検出器が原

子核十分離れた距離 r にあるとして、これに飛び込む粒子数を考える。dNは半径 r の球面上の [θ, θ + dθ] の

間の帯に一様に散乱される。この帯は半径 r sinθ、幅 rdθであるから、検出器に飛び込む電子の数（＝散乱さ

れる電子の数）は、単位時間当たり
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dΩ, ∵) Eq.(6) (8)

となる。ここで dΩ = dS/r2であるが、これは原子核から見た検出器の単位立体角である。

単位面積を単位時間当たり I 個の電子が入射したとき単位時間に単位立体角当たりに散乱される散乱電子を

Idσ = I
dσ
dΩ

dΩ (9)

で表す。これで定義されるσを断面積 (cross section)、dσ/dΩを微分散乱断面積 (differential cross section)
という。Eq.(8),(9)を比較すると
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(10)

を得る。π/2 ≤ θ ≤ πの様に強く散乱される場合の散乱断面積を計算すると
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となる。
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