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1 円偏光の電子による散乱

左回りに円偏光した角周波数 ω0の電磁波が自由な電子（質量 me、電荷 e）にぶつかった。電磁波は z軸正
の方向に進むとし、電子は z = 0の平面内にいるとする。又、電子の速度は光速に比べて十分小さいものと

する、

1-1

電子の運動方程式を求めよ。電磁波の電場は z= 0の平面内で

Ex(t) = E0 cosω0t (1)
Ey(t) = E0 sinω0t (2)

のように時間変化するとする。又、電子の運動が非相対論的なので電磁波の磁場による力は無視できると

する。

1-1解答

運動方程式は

m
d2r
dt2
= q

[
E +

v
c
× B

]

で与えられるが、今電磁波の磁場による力は無視できるとしているので、運動方程式は次の様に書き下せる。

me
d2x
dt2
= qEx = qE0 cosω0t = −eE0 cosω0t (3)

me
d2y
dt2
= qEy = qE0 sinω0t = −eE0 sinω0t (4)

me
d2z
dt2
= 0 (5)

1-2

z軸成す角 θの n方向に散乱される電磁波の微分散乱断面積を以下のコメントに従って求めよ。簡単のため

nが yz平面にあるとせよ。
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1-2-(a)

電磁波の入射により電子が 1-1 で導いた運動方程式に従って加速度運動する為、電子が電磁波を放射し
する。以下この電子による二次波の放射の性質を調べることで左回りに円偏光した電磁波の電子による散乱

の詳細を調べる。x,y,z 方向の単位ベクトルを x̂, ŷ, ẑとする。偏光方向を表す単位ベクトルを a1,a2 とする。

a1 = −x̂1としたとき、a2を ŷ, ẑを用いて表せ。

1-2-(a)解答

θ

z

y

n

a2
a1

a1

x
Electromagnetic wave

図 1 x̂, ŷ, ẑと a1, a2の関係

図より

a2 = ẑ sinθ − ŷ cosθ (6)
n = ŷ sinθ + ẑcosθ (7)

となる。このようにとることで Eradを a1,a2だけで表すことが出来る。

1-2-(b)

Radiation fieldの電場
Erad =

[ q
Rc2

n × (n × u̇)
]

ret
(8)

を求めよ。基底ベクトルは a1,a2を用いよ。ここで観測者から電子までの距離 Rは、電子の運動による距離の

変化に比べて十分大きく、電子の運動による距離の変化は無視できるものとする。
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1-2-(b)解答

Eradを求めるのにまず、n × (n × u̇)を計算する。運動方程式より、

n × (n × u̇) = (n · u̇) n − u̇ = (n · r̈ ) n − r̈ =
qE0

me


0

sinθ
cosθ

 ·


cosω0t
sinω0t

0

 n − qE0

me


cosω0t
sinω0t

0



= −eE0

me
sinθ sinω0t


0

sinθ
cosθ

 +
eE0

me


cosω0t
sinω0t

0

 =
eE0

me


cosω0t

sinω0t cos2 θ
− sinω0t sinθ cosθ



と計算できる。よって

Erad =

[ q
Rc2

n × (n × u̇)
]
= − e2E0

meRc2

(
cosω0t x̂ + sinω0t cos2 θ ŷ − sinω0t sinθ cosθ ẑ

)

であるが、これを a1,a2を用いて表すと

Erad =
e2E0

meRc2
(a1 cosω0t + a2 sinω0t cosθ) =

e2E0

meRc2

[
a1 cosω0t + a2 cosθ cos

(
ωt − π

2

)]
(9)

となる。

1-2-(c)

nの方向に放射される電磁波の単位時間、単位立体角当たりのエネルギー (The power per solid angle)

dP
dΩ

(10)

を求めよ。次にこれの時間平均 〈
dP
dΩ

〉
= lim

T→∞

1
T

∫ T

0

dP
dΩ

(11)

を求めよ。又、放射される電磁波の角振動数分布はどのようなものになるか。

1-2-(c)解答

ここで
dP
dΩ
=

cR2

4π
|Erad|2

であるから、前問の結果より

dP
dΩ
=

e4E2
0

4πm2
ec3

(
cos2ω0t + sin2ω0t cos2 θ

)

となる。次にこれを時間平均すると
〈

dP
dΩ

〉
=

e4E2
0

4πm2
ec3

1
T

∫ T

0
dt

(
cos2ω0t + sin2ω0t cos2 θ

)
=

e4E2
0

8πm2
ec3

ω0

π

∫ T

0
dt

(
1+ cos 2ω0t

2
+

1− cos 2ω0t
2

cos2 θ

)

=
e4E2

0

8πm2
ec3

ω0

π

(
π

ω0
+

π

ω0
cos2 θ

)
=

e4E2
0

8πm2
ec3

(
1+ cos2 θ

)
(12)

となる。Eq.(9)より、a1,a2の成分として

E1 =
e2E0

meRc2
cosω0t (13)

E2 =
e2E0

meRc2
sinω0t cosθ (14)
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と書くことができる。これを Fourier変換すると

Ê1(ω) =
1
2π

∫ +∞

−∞
E1(t)eiωtdt =

e2E0

2πmeRc2

∫ +∞

−∞

eiω0t + e−iω0t

2
eiωt dt =

e2E0

2 meRc2

∫ +∞

−∞

ei(ω0+ω)t

2π
+

ei(ω−ω0)t

2π
dt

=
e2E0

2meRc2
[δ(ω + ω0) + δ(ω − ω0)]

Ê2(ω) =
1
2π

∫ +∞

−∞
E2(t)eiωtdt =

e2E0

2πimeRc2

∫ +∞

−∞

eiω0t − e−iω0t

2
eiωt dt =

e2E0

2imeRc2

∫ +∞

−∞

ei(ω0+ω)t

2π
− ei(ω−ω0)t

2π
dt

=
e2E0

2imeRc2
[δ(ω + ω0) − δ(ω − ω0)]

となる。このことより Êi(ω)は、ω = ω0のときのみ値を持つことから、放射される電磁波の各周波数は ω0だ

けであり、これは入射時の角振動数に等しい。これは散乱により角振動数が変化しないという古典的な結果と

一致していると言える。

1-2-(d) 散乱波の偏光

n方向に散乱された電磁波の a1 方向、a2 方向の電場の位相差 δ2 − δ1 、及び電場の振幅を求めよ。四つの

Stokes parametersを求めよ。偏光度を求めよ。最後に θを 0 ∼ πまで変化させるにつれて、偏光の様子が
どう変化するか説明せよ。

1-2-(d)解答

電場の位相差 δ2 − δ1は Eq.(9)より
δ2 − δ1 = −

π

2
(15)

となる。E1,E2は Eq.(13),(14)の様に書けるので、振幅 a1,a2は

a1 =
e2E0

meRc2
(16)

a2 =
e2E0

meRc2
cosθ (17)

と書くことができる。よって Stokes parametersは

I l = a2
1 + a2

2 =

(
e2E0

Rmec2

)2

(1+ cos2 θ) (18)

Ql = a2
1 − a2

2 =

(
e2E0

Rmec2

)2

(1− cos2 θ) (19)

Ul = 2a1a2 cosδ = 0 (20)

Vl = 2a1a2 sinδ = −2

(
e2E0

Rmec2

)2

cosθ (21)

となり、偏光度 Πは

Πl =

√
Q2 + U2 + V2

I
=

√
a4

1 + a4
2 − 2a2

1a2
2 + 4a2

1a2
2

a2
1 + a2

2

= 1 (22)

と計算される。

偏光の様子を図示しておく。
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o a1

a2 θ=0

o a1

a2 0<θ<π/2

図 2 左：θ = 0 [左回り円偏光]、右：0 < θ < π/2 [左回り楕円偏光]

o a1

a2 θ=π/2

図 3 θ = π/2 [a1方向直線偏光]

o a1

a2 π/2<θ<π

o a1

a2 θ=π

図 4 左：π/2 < θ < π [右回り楕円偏光]、右：θ = π [右回り円偏光]

Eq.(13),(14)より、θ = 0のとき a1 = a2であるから左回りの円偏光である。0 < θ < π/2のとき a1 > a2で
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あるから左回りの楕円偏光である。θ = π/2のとき a2 = 0であるから、a方向の直線偏光である。π/2 < θ < π

のとき a1 > −a2であるから、右回りの楕円偏光である。θ = πのとき a1 = −a2であるから、右回りの円偏光

である。

1-2-(e)

左回りの円偏光の電磁波に対する微分散乱断面積を求めよ。

1-2-(e)解答

前回の Ruthford scatteringの場合に楢って、微分散乱断面積を
〈

dP
dΩ

〉
= 〈S〉 dσ(θ)

dΩ
(23)

とする。これは単位時間に [Ω : Ω + dΩ] の間に散乱される光子のエネルギーは、入射光子のエネルギー (S)
と [Ω : Ω + dΩ] の間に散乱される確率 dσdΩの積に等しいことから理解できる。今、入射光子の Poynting
vectorは S= c/(4π)E × B = ẑcE2

0/(4π)より、その時間平均をとって

〈S〉 = lim
T→∞

1
T

∫ T

0
dt


cE2

0

4π

 =
cE2

0

4π
(24)

であるから、Eq.(12),(23)より

dσ(θ)
dΩ

=
e4

2c4m2
e

(
1+ cos2 θ

)
=

r2
0

2

(
1+ cos2 θ

)
, r0 =

e2

mec2
(25)

を得る。

1-2-(f)

円偏光に対するここまでの結果を用いて、無偏光の電磁波に対する微分散乱断面積、及び全散乱断面積を求

めよ。又、散乱波が va1方向に直線偏光しており、偏光度が (1− cos2 θ)/(1+ cos2 θ)であることを示せ。

1-2-(f)解答

左回り円偏光、右回り円偏光の電磁波間で δは πだけ違うので、右回りの電磁波の場合 Eq.(9)より

Erad =
e2E0

meRc2

[
a1 cosω0t + a2 cosθ cos

(
ωt +

π

2

)]
(26)

となることが容易に分かる。この結果から微分散乱断面積が Eq.(23) となることが分かる。この時 Stokes
parametersは

Ir = I l ; Qr = Ql ; Ur = Ul = 0; Vr = −Vl (27)

となり、偏光度 Πは
Πr = 1 (28)

無偏光の散乱は、分解した左回りの円偏光と右回りの円偏光それぞれの散乱波の非可干渉な重ね合わせであ

る。よって無偏光の電磁波の散乱断面積は、それぞれの結果を足し合わせて弐で割ったものであり、Eq.(23)
に一致する。全散乱断面積は積分を実行して

σT =
r2

0

2

∫ (
1+ cos2 θ

)
dΩ =

8π
3

r2
0 = 0.665245873× 10−24 [cm2] (29)
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となる。以上は完全偏光のときと同じ結果であるが、これはもともと静止した電子には特別な方向は存在しな

いことから、どんな方向に偏光した電磁波に対しても同じ様に散乱することを反映した結果である。無偏光の

電磁波の電子による散乱波の Stokes parametersは、

Iu =
1
2

(Ir + I l) = I l = Ir (30)

Qu =
1
2

(Qr + Ql) = Ql = Qr (31)

Uu =
1
2

(Ur + Ul) = 0 (32)

Vu =
1
2

(Vr + Vl) = 0 (33)

となる。従って無偏光の電磁波の散乱波は直線偏光しており、その方向は

Erad,u =
1
2

(
Erad,r + Erad,l

)
=

e2E0

meRc2
a1 cosωt (34)

であるから、a1である。偏光度は

Πu =

√
Q2

u + U2
u + V2

u

Iu
=

1− cos2 θ
1+ cos2 θ

(35)

となる。

2

中心に明るい点状天体を含む球状の一様星間雲があるとする。星間雲は完全電離しており自由電子が飛び

交っており、この電子により中心天体から放出された電磁波が Thomson scatteringを受けるとする。この
星間雲はこの散乱光にのみ観測されるとする。

2-(1)

この星間雲の見かけのサイズより観測装置の空間分解能が十分高いとき、雲の各場所での偏光の方向と偏光

度の相対的な大きさを図示せよ。

2-(1)解答

今までの結果を総合して考えると、星間雲での偏光は図左のように書ける。実際に観測者が観測するのは

a1,a2の成分の内の卓越した成分であり、このとき a2成分は観測者に対する射影成分を考えないければならな

い。その結果 θ = 0以外の場合は、a1の直線偏光として観測されることになるのは、先に見たとおりである。

また今の場合、当然視線方向について積分を行わなければならない。

θ = 0の時、つまり星間雲の中心を見た場合 a1,a2 は同量なので結果観測される偏光は零となる。θ = π/2

のとき、つまり星間雲の端を見ている場合 a1 の成分は変化しないが、a2 の観測者に対する射影成分は零と

なり a1 成分つまり右図の紙面に垂直な成分の偏光が観測される。θ = 0で零、θ = π/2で最大の偏光度をち、

0 < θ < π/2では必ず a2が射影成分を持つので、θ = π/2に比べて偏光度は小さくなり、θ = 0に向けて連続的

に変化することになる。これを図示したのが次の図である。
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a1

a2

To Observer

θ

θ

π/2 θ

To Observer

図 5 左：偏光の様子、右：星間雲を輪切りにした様子。視線方向についての積分を考慮する必要がある。

図 6 星間雲の天球上での偏光方向と偏光度

2-(2)

この星間雲の見かけのサイズより観測装置の空間分解能が悪く、この雲が分解して見えないとき、偏光観測

の結果はどのようなものになるか。

2-(2)解答

雲の部分部分を分解することが出来ないので、全体をならして見ることになる。星間雲は球なので対称性よ

り偏光は観測されない。これは物理的には、分解できない部分部分の偏光がお互いにうち消し合ってしまうこ

とによるものである。
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2-(3)

この雲の大きさを 1 [Mpc]とする。1 [Mpc] = 3× 1024 [cm]である。中心天体が直接観測できる為の電子の

個数密度の上限を求めよ。

2-(3)解答

光の強度 I0が厚さ l の層を通った結果、強度が I になったとする。このとき I0と I の間には次の関係が成

り立つ。
I = I0 exp(−τ) (36)

ここで τは光学的深さ（厚さ）(optical depth)であり、今考えているのは、電磁波の電子による散乱である
ことから、

τ =
(
密度

) × (
距離

) × (
散乱断面積

)
= nelσT , ne：電子の密度, σT：Thomson Cross Section (37)

と書ける。Eq.(36)より τが増えるにつれ光の強度は弱くなり、τが壱以上になると急激に弱くなるので、中

心天体の光を直接観測することのできる厚さの限界は τ ∼ 1となる l である。以上を元に中心天体が直接観測

できる為の電子の個数密度の上限を計算すると

ne ∼
1

lσT
=

1
3/2× 1024 · 0.665× 10−24

= 2 · 0.501253· · · ∼ 1 [cm−3]

となる。

2-(4)

現在の宇宙は電子密度 ne ∼ 2× 10−7 [cm−3] でほぼ完全に電離した状態にある。宇宙が現在の姿のまま永遠

に存在していたとして、直接観測することのできる一番遠くの天体までの距離を cm及び光年単位でそれぞれ

求めよ。

2-(4)解答

壱光年は光りが一年かかって進む距離であり、

1 [ly] = 9.46× 1017 [cm]; 1 [pc] = 3.26 [ly] (38)

である。

2-3同様に考えると

l ∼ 1
neσT

=
1

2× 10−7 · 0.665× 10−24
= 7.518· · · × 1030 [cm]

∼ 1031 [cm]

∼ 1013 [ly]

を得る。
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3

3-(1)

E = 1 [eV]を E = kBT の関係を使って温度に換算せよ。更に E = hν, λν = cの関係を使って周波数、波長を

求めよ。

3-(1)解答

1 [eV] =


1.1604506× 104 [K]

2.41798949× 1014 [Hz]
; λ =



1.239841857× 10−4 [cm]

1.239841857 [µm]

1.239841857× 104 [Å]

4

Fourier変換の方法を使って次の方程式の解を求めよ。

4-(1)

∇2φ(r ) = −4πq0δ
3(r ) (39)

4-(1)解答

Eq.(39)の各項を Fourier変換すると

φ(r )
F−→ φ̃r (k)

∆φ(r )
F−→ − (k)2 φ̃r (k)

δ3(r )
F−→

(
1
2π

)3

であるから、両辺を Fourier変換すると

− (k) φ̃r (k) = −4πq0

(
1
2π

)3

であるから結局

φ̃r (k) =
4πq0

k2

(
1
2π

)3

を得る。これを逆 Fourier変換すると

φ(r ) =
4πq0

(2π)3

∫
eik·r

k2
d3k (40)

となる。
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r

r
k

k
θ

ϕ
図 7 d3kを積分するための座標系

この積分を実行する。図のような座標系を考えると上記の積分は次のように書き換えられる。

φ(r ) =
4πq0

(2π)3

∫ 2π

0
dϕ

∫ ∞

0
k2 dk

∫ π

0
dθ sinθ

eikr cosθ

k2
=

4πq0

(2π)2

∫ ∞

0
dk

∫ π

0
dθ sinθ eikr cosθ; cosθ = µ,

dµ
dθ
= − sinθ

=
4πq0

(2π)2

∫ ∞

0
dk

∫ +1

−1
eikrµdµ =

4πq0

(2π)2

∫ ∞

0

eikr + e−ikr

ikr
dk=

8πq0

(2π)2

∫ ∞

0

sin(kr)
kr

dk; kr = ξ,
dξ
dk
= r

=
8πq0

(2π)2

1
r

∫ ∞

0

sinξ
ξ

dξ

となるが、この積分は先の課題番号壱で導出しており
∫ ∞

0

sinξ
ξ

dξ =
π

2

であるから、結局

φ(r ) =
8πq0

(2π)2

π

2
1
|r | = 4πq0

1
4π

1
|r | =

q0

|r | (41)

を得る。これはクーロンポテンシャルの式である。

4-(2)

(
∇2 − µ2

)
φ(r ) = −4πq0δ

3(r ) (42)

4-(2)解答

両辺を Fourier変換し整理すると、

−k2φ̃r (k) − µ2φ̃r (k) = −4πq0

(
1
2π

)2

−→
(
k2 + µ2

)
φ̃r (k) = 4πq0

(
1
2π

)3

; ∴ φ̃r (k) =
4πq0

(2π)3

1
k2 + µ2

となる。これを Fourier逆変換すると

φ(r ) =
4πq0

(2π)3

∫ +∞

−∞

eik·r

k2 + µ2
d3k
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となるが、先ほどと同じように座標系を変えると

φ(r ) =
4πq0

(2π)3

∫ 2π

0
dψ

∫ ∞

0
k2 dk

∫ π

0
dθ sinθ

eikr cosθ

k2 + µ2
=

4πq0

(2π)2

∫ ∞

0

k2

k2 + µ2
dk

∫ +1

−1
eikrµdµ

=
8πq0

(2π)2

∫ ∞

0

k2

k2 + µ2

sin(kr)
kr

dk=
8πq0

(2π)2

1
r

∫ ∞

0

ξ sinξ
ξ2 + r2µ2

dξ; ξ = kr

となる。今非積分関数は明らかに偶関数であるから
∫ ∞

0

ξ sinξ
ξ2 + r2µ2

dξ =
1
2

∫ +∞

−∞

ξ sinξ
ξ2 + r2µ2

dξ

であるので、

=
[∫

C

zeiz

z2 + r2µ2
dz

]
= =

[
lim
R→∞

{∫

CR

zeiz

z2 + r2µ2
dz+

∫ R

−R

xeix

x2 + r2µ2
dx

}]
= =

[
lim
R→∞

∫

CR

zeiz

z2 + r2µ2
dz

]
+

∫ +∞

−∞

ξ sinξ
ξ2 + r2µ2

dξ

を計算することを考える。

z

z=irµ
CR

O

C

図 8 積分経路

複素平面で上半円を考えて
∫

CR

zeiz

z2 + r2µ2
dz≤

∣∣∣∣∣∣

∫

CR

zeiz

z2 + r2µ2
dz

∣∣∣∣∣∣ ≤
∫

CR

|z||eiz|
|z2 + r2µ2| |dz| ≤

∫

CR

Re−Rsinθ

R2 − r2µ2
|dz|

ここで、z= Reiθ [0 ≤ θ ≤ π] , |dz| = |z′(θ)|dθ = |iReiθ|dθ = Rdθとした

=

∫ π

0

Re−r sinθ

R2 − r2µ2
· Rdθ =

R2

R2 − r2µ2

∫ π

0
e−Rsinθdθ =

R2

R2 − r2µ2

(∫ π/2

0
e−Rsinθdθ +

∫ π

π/2
e−Rsinθdθ

)

=
R2

R2 − r2µ2

(∫ π/2

0
e−Rsinθdθ +

∫ π/2

0
e−Rsinψdψ

)
=

2R2

R2 − r2µ2

∫ π/2

0
e−Rsinθdθ

<
2R2

R2 − r2µ2
· π

2R
<

R2

R2 − r2µ2
· π

R
=

πR
R2 − r2µ2

R→∞−−−−→ 0

となる。ここではジョルダンの不等式を用いた。よって留数定理より
∫ +∞

−∞

ξ sinξ
ξ2 + r2µ2

dξ = =
2πi

{
(z− irµ)

zeiz

(z+ irµ) (z− irµ)

}

z=+irµ

 = =
[
2πi

irµe−rµ

2irµ

]
= =

[
2πi

e−rµ

2

]
= πe−rµ

となり、結局次のような解を得る。

φ+(r ) =
8πq0

4π2

1
|r |
π

2
e−rµ =

q0

|r |e
−µ|r | (43)
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今は上半円を考えたが、下半円を考えることも出来るので

φ±(r ) =
q0

|r |e
∓µ|r | (44)

となる。|r | = 1/µでシールドされ、無限遠方で零になるようなポテンシャルを考える場合、φ+(r )である。

5

原子核同士を結びつけている強い力は、核間距離 1 [fm] = 10−15 [m] = 10−13 [cm]以内では非常に強く働く

が、これ以上離れると殆ど力は働かない。これは核力を媒介する粒子である π中間子が有限の質量を持ってい

ることに起因するとして、π中間子の質量mπc2を MeV単位で求めよ。

ここでは π中間子のエネルギー不確定性が高々 mπc2であるとして、エネルギーの不確定性原理から質量を

求めよ。

5-(0)解答

エネルギーの不確定性は
∆E∆t ∼ ~ (45)

と書けるので、これより π中間子の質量の大おおまかな値は

∆E ∼ mπc
2 ∼ ~
∆t
=

c~
c∆t
=

197 [MeV fm]
1 [fm]

= 197 [MeV] ∼ O(100) [MeV] (46)

となる。これは正確な値に対して、第零近似としてそう悪くないと言える結果である。

π中間子 mπ± 139.57018± 0.00035 [MeV]

mπ0 134.9766 ± 0.0006 [MeV]

6 熱統計力学事始め

温度 T で熱平衡状態にある粒子系（質量 m）では、ある粒子のエネルギーが E ∼ E + dEの範囲にある確

率は、
P(E) dE ∝ e−

E
kBT dE (47)

で与えられる。特に自由な非相対論的運動をしている粒子系では、速度が v =
(
vx, vy, vz

)
と v + dv =(

vx + dvx, vy + dvy, vz + dvz

)
の間の範囲にある確率が

P(v) dvxdvydvz ∝ e−
m

2kBT v2

dvxdvydvz; v2 = v2
x + v2

y + v2
z, P(v) = Ce−

m
2kBT v2

(48)

で与えられる。

6-(1)

全確率が壱になるように比例定数 Cを求めよ。
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6-(1)解答

規格化定数 Cを求める。Eq.(48)より

P(v) dvxdvydvz = C exp

[
− m

2kBT

(
v2

x + v2
y + v2

z

)]
dvxdvydvz

であるから、全速度空間に渡り積分すると

∫ +∞

−∞
P(v) dvxdvydvz = C

∫ +∞

−∞
e−

m
2kBT v2

xdvx

∫ +∞

−∞
e−

m
2kBT v2

ydvy

∫ +∞

−∞
e−

m
2kBT v2

zdvz = C


π
m

2kBT



3/2

= C

(
2πkBT

m

)3/2

= 1

となり、全確率は 1でなければならないので、規格化定数 Cは

C =

(
m

2πkBT

)3/2

(49)

と求まる。

6-(2)

粒子一個の平均運動エネルギーを求めよ。

6-(2)解答

位相空間中 d3rd3v中に粒子を見出す確率は e−
m

2kBT v2

d3rd3vに比例する。従って粒子一個の平均運動エネル

ギーは

〈
1
2

mv2

〉
=

∫ (
1
2

mv2

)
e−

m
2kBT v2

d3rd3v
∫

e−
m

2kBT v2

d3rd3v
=

∫ (
1
2

mv2

)
e
−
(

1
kBT

)
( 1

2 mv2)d3v

∫
e
−
(

1
kBT

)
( 1

2 mv2)d3v

と書くことができる。これより
〈

1
2

mv2

〉
= − ∂

∂

(
1

kBT

)
[
ln

∫
e
−
(

1
kBT

)
( 1

2 mv2)d3v

]

となるので、これを計算すると

〈
1
2

mv2

〉
= − ∂

∂

(
1

kBT

)


ln



2π
m
1

kBT



3/2
=

3
2

∂

∂

(
1

kBT

) ln

(
1

kBT

)

=
3
2

kBT (50)

を得る。これが粒子一個の平均運動エネルギーである。v2 = v2
x + v2

y + v2
z であり、どの方向も特別なものでは

ないと考えられるので壱自由度に対する粒子一個の平均エネルギーは kBT/2であることが分かる。
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6-(3)

クーロンポテンシャル φ(r )が存在する時は、電子の全エネルギーは

E =
1
2

mev
2 − eφ(r ) (51)

である。電子は体積 Vの領域に存在するとし、r ∼ r + dr で電子が見つかる確率が

P(r ) d3r =
e

eφ(r )
kBT d3r

A
, A ≡

∫

V
d3r e

eφ(r )
kBT (52)

で表されることを示せ。

6-(3)解答

位相空間 dxdydz dvxdvydvz = d3rd3vで見出される確率は

P(r )P(v) drdv ∝ e−
E

kBT = e−
m

2kBT v2

· e
eφ(r )
kBT d3rd3v

で書けるはずである。P(v)d3vに関しての関係は、先に見てきた通りであるので、P(r ) d3r について考えると、

規格化定数を Bとして
P(r ) d3r = Be

eφ(r )
kBT d3r

の関係が成り立つはずである。規格化定数 Bは

B−1 =

∫

V
d3r e

eφ(r )
kBT ≡ A

と書けることから結局

P(r ) d3r =
e

eφ(r )
kBT d3r

A
(53)

となり、これが体積 V中の r ∼ r + dr で電子が見つかる確率である。

6-(4)

V → ∞の極限を考え、無限遠方で φ(r → ∞) = 0とし、このときの電子の数密度を n0とする。このとき任

意の位置 r で電子の数密度が
ne(r ) = n0e

eφ(r )
kBT (54)

で与えられることを示せ。

6-(4)解答

一般的に密度を求めには

n(r ) =
N∑

i=1

δ(r i − r ) (55)

の平均値 n(r )を計算すればよい。δ(r i − r )は Delta functionである。全体で電子が N個あるとすると、この

平均値は

ne(r ) = n(r ) = N

∫
e

eφ(r )
kBT δ(r ′ − r ) dr ′

∫
e

eφ(r )
kBT dr

= De
eφ(r )
kBT
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となる。極限での条件より

ne(r → ∞) = n0 = D =
N∫

V→∞
e

eφ(r )
kBT d3r

であるから、
ne(r ) = n0e

eφ(r )
kBT (56)

となる。
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