
加速荷電粒子からの電磁波の放射
— Liénard-Wiechertポテンシャル,etc —

1 真空中のMaxwell方程式

加速運動している荷電粒子の放出する電磁波を計算することを考える。真空中の Maxwell 方程式は MKS
単位系で

∇ × E (x, t) +
∂B (x, t)
∂t

= 0 (1)

∇ · B (x, t) = 0 (2)

∇ × B (x, t) − 1
c2

∂E (x, t)
∂t

= µ0j0 (x, t) (3)

∇ · E (x, t) =
1
ε0
ρ0 (x, t) (4)

で与えられる。ここで ε0 は真空の誘電率、µ0 は真空の透磁率であり、

ε0µ0 =
1
c2

の関係を満たし、E は電場、B は磁束密度である。また ρ0 や j0 は電荷密度と電流密度である。

2 電磁ポテンシャルと電磁場

電磁ポテンシャル A (x, t) と φ (x, t)とを用いて電磁場を

E (x, t) = −∂A (x, t)
∂t

− ∇φ (x, t) (5)

B (x, t) = ∇ × A (x, t) (6)

と書く。このとき
∇ × B = ∇ × (∇ × A) = ∇ (∇ · A) − ∇2A

∇ · E = − ∂
∂t

(∇ · A) − ∇2φ

である。又このとき、電磁ポテンシャルはローレンツゲージ

∇ · A (x, t) +
1
c2

∂φ (x, t)
∂t

= 0 (7)



を満たしている。このとき、Maxwell 方程式から、
(
∇2 − 1

c2

∂2

∂t2

)
A (x, t) = ∇2A − 1

c2

∂2A
∂t2
= ∇ (∇ · A) − ∇ × B +

1
c2

∂E
∂t
+

1
c2
∇

(
∂φ

∂t

)

= − 1
c2

∂

∂t
∇φ − ∇ × B +

1
c2

∂E
∂t
+

1
c2

∂

∂t
∇φ

= −µ0j0 (x, t)

(
∇2 − 1

c2

∂2

∂t2

)
φ (x, t) = ∇2φ − 1

c2

∂2φ

∂t2
= −∇ · E − ∂

∂t
(∇ · A) +

∂

∂t
(∇ · A)

= − 1
ε0
ρ0 (x, t)

となるので、電磁ポテンシャルは、
(
∇2 − 1

c2

∂2

∂t2

)
A (x, t) = −µ0j0 (x, t) (8)

(
∇2 − 1

c2

∂2

∂t2

)
φ (x, t) = − 1

ε0
ρ0 (x, t) (9)

で与えられる比同次微分方程式を満たしていることが分かる。

3 Green関数

電磁ポテンシャル A (x, t) などの、物理量の時間について Fouroer変換を A (x, ω)と書けば、

A (x, t) =
∫ +∞

−∞
A (x, ω) e−iωtdω (10)

A (x, ω) =
1
2π

∫ +∞

−∞
A (x, t) eiωtdt (11)

などの関係を満たす。Eq.(8)や Eq.(9)に Fourier 変換をした量を代入すれば

∇2A (x, ω) +
ω2

c2
A (x, ω) = −µ0j0 (x, ω) (12)

∇2φ (x, ω) +
ω2

c2
φ (x, ω) = −ρ0 (x, ω)

ε0
(13)

が得られる。有限領域で j0 や ρ0 が与えられたときの非同次微分方程式 Eq.(12) と Eq.(13) の解 A と φ の

うちで、無限遠で十分速く大きさが減少するものを考える。このとき、次の方程式を満たす Green 関数
G (x, ω) を考えると便利である。

∇2G (x, ω) +
ω2

c2
G (x, ω) = −δ3(x) = −δ(x)δ(y)δ(z) (14)

ここで δ3(x) は δ 関数で、

δ(x) =
1
2π

∫
e−ikxdk, δ3(x) =

1

(2π)3

∫
e−ik·xd3k, f (x) =

∫
f (x′)δ(x − x′) d3x′

等の関係を満たす。



4 Maxwell方程式を満たす解

Green 関数を用いて、

A (x, ω) = µ0

∫
d3x′G(x − x′, ω) j0(x′, ω) (15)

φ (x, ω) =
1
ε0

∫
d3x′G(x − x′, ω) ρ0(x′, ω) (16)

とする。Eq.(14)を (x, ω)→ (x − x′, ω)に置き換え、両辺に µ0j0(x′, ω) d3x′ をかけ、全領域に渡り積分を実行

すると、

µ0

∫
d3x′ ∇2G(x − x′) j0(x′, ω) + µ0

∫
d3x′

ω2

c2
G(x − x′) j0(x′, ω) = −µ0

∫
d3x′ δ3(x − x′) j0(x′, ω)

=⇒ ∇2

[
µ0

∫
d3x′G(x − x′) j0(x′, ω)

]
+
ω2

c2

[
µ0

∫
d3x′G(x − x′) j0(x′, ω)

]
= −µ0j0(x, ω)

=⇒ ∇2A (x, ω) +
ω2

c2
A (x, ω) = −µ0j0 (x, ω)

となり Eq.(12)を満たしている。同様に、Eq.(14)を (x, ω)→ (x−x′, ω)に置き換え、両辺に ρ0(x′, ω)/ε0 d3x′

をかけ、全領域に渡り積分を実行すると、

1
ε0

∫
d3x′ ∇2G(x − x′) ρ0(x′, ω) +

1
ε0

∫
d3x′

ω2

c2
G(x − x′) ρ0(x′, ω) = − 1

ε0

∫
d3x′ δ3(x − x′) ρ0(x′, ω)

=⇒ ∇2

[
1
ε0

∫
d3x′G(x − x′) ρ0(x′, ω)

]
+
ω2

c2

[
1
ε0

∫
d3x′G(x − x′) ρ0(x′, ω)

]
= − 1

ε0
ρ0(x, ω)

=⇒ ∇2φ (x, ω) +
ω2

c2
φ (x, ω) = −ρ0 (x, ω)

ε0

となり、Eq.(13)を満たしている。
Eq.(14)を満たす Green 関数を求めることを考える。G (x, ω) の x についての Fourier 変換を

Ĝ (k, ω) =
1

(2π)3

∫
d3x e−k·xG (x, ω) , G (x, ω) =

∫
d3k eik·xĜ (k, ω)

などとして、第二式を Eq.(14)に代入すれば

−
∫

d3k eik·xk2Ĝ (k, ω) +
ω2

c2

∫
d3k eik·xĜ (k, ω) = −δ3(x)

が得られる。この両辺に e−k′·x をかけて d3x で積分を実行すれば、形式的に

Ĝ
(
k′, ω

)
=

1

(2π)3

1

k′2 − ω
2

c2

=
1

(2π)3

1
k′2 − µ2

(17)

が得られ、これを逆変換することで

G (x, ω) =
1

(2π)3

∫
dk

eik·x

k2 − µ2
=

1

(2π)3

∫ ∞

0
k2 dk

∫ +1

−1
dν

eikrν

k2 − µ2
=

1
4iπ2r

∫ +∞

−∞

keikr

k2 − µ2
dk

となる。ここで k′ = |k′|、µ2 = ω2/c2、r = |x|、k · x = krν 、ν = cosθ である。

kについて実軸上をで積分するとき積分経路に極 ±µ が現れるので、そのままでは積分は不十分で、極の回
避の仕方を決めることで積分の結果が決まることになる。ここでは、複素 k平面を考え、その実軸上上半面内



の無限半円周上を反時計回りにまわるような閉じた曲線上の複素積分を考える。このとき無限半円周上の積分

による寄与は
exp [(ikR − kl) r] = exp(ikRr) exp(−kir)

の exp(−klr) の項により零になることが保証されるので、

∫ +∞

−∞

keikr

k2 − µ2
dk=

∮

C

keikr

k2 − µ2
dk=

1
2

[∮

C

eikr

k+ µ
dk+

∮

C

eikr

k− µdk

]

としてよく、このとき右辺について Cauchyの積分定理が使える。

4.1 複素積分

複素 k平面上の、上と同じ積分経路について留数定理を使えば、

lim
ε→+0

∫ +∞

−∞

eikr

k± µ − iε
dk= lim

ε→+0

∮

C

eikr

k± µ − iε
dk= 2πie∓iµr

そして、

lim
ε→+0

∫ +∞

−∞

eikr
k± µ + iε

dk= lim
ε→+0

∮

C

eikr
k± µ + iε

dk= 0

が得られるが、左辺の実軸上での積分を

lim
ε→+0

∫ +∞

−∞

eikr
k± µ − iε

dk= P
∫ +∞

−∞

eikr

k± µdk+ lim
ε→+0

∫ 0

−π

e(∓µ+εeiφ)r

εeiφ
iεeiφ dφ = P

∫ +∞

−∞

eikr

k± µdk+ iπe∓iµr

そして、

lim
ε→+0

∫ +∞

−∞

eikr
k± µ + iε

dk= P
∫ +∞

−∞

eikr

k± µdk+ lim
ε→+0

∫ 0

π

e(∓µ+εeiφ)r

εeiφ
iεeiφ dφ = P

∫ +∞

−∞

eikr

k± µdk− iπe∓iµr

と書くことができる。ここで、

P
∫ +∞

−∞

f (k)
k± µdk≡ lim

ε→+0

(∫ ∓µ−ε

−∞

f (k)
k± µdk+

∫ +∞

∓µ+ε

f (k)
k± µdk

)

で定義される Cauchy’s Principal Valuesである。これから、いずれの場合も上の主値積分に関しては、

P
∫ +∞

−∞

eikr

k± µdk= iπe∓iµr

が得られる。又一般に、実軸上で解析的な関数 f (x) の実軸に沿った積分について

lim
ε→+0

∫ +∞

−∞

f (x)
x− x0 ± iε

dx= P
∫ +∞

−∞

f (x)
x− x0

dx∓ iπ f (x0)

が成り立ち、これを記号的に
1

x− x0 ± iε
= P

1
x− x0

∓ iπδ(x− x0)

と書く。



4.2 解、壱

無限遠で running wave に対応する解が得られるように、

G± (x, ω) =
1

4iπ2r
lim
ε→+0

∫ +∞

−∞

keikr

k2 − (µ ± iε)2
dk=

1
4iπ2r

lim
ε→+0

∮
keikr

k2 − (µ ± iε)2
dk

として、極を ±iε (ε > 0)だけずらして経路積分し、その後 ε → +0とするものとする。留数定理を用いると

G± (x, ω) =
1

4iπ2r
lim
ε→+0

∮
keikr

k2 − (µ ± iε)2
dk=

1
4iπ2r

lim
ε→+0

2πi

[
keikr

k± (µ ± iε)

]

k=±(µ±iε)

=
1

4iπ2r
lim
ε→+0

2πi


± (µ ± iε) ei[±(µ±iε)]r

± (µ ± iε) ± (µ ± iε)

 =
1

4iπ2r
2πi

[
±µei(±µ)r

±µ ± µ

]

=
e±iµr

4πr
=

1
4π

e±i ωc |x|

|x| (18)

となる。実軸を上の極の別の迂回路を用いた極限操作を行えば、違った G (x, ω)が得られる。やはり複素 k平

面上半面内の無限半円周上を反時計回り、実軸を含むような閉曲線上の複素積分をするとき、

G± (x, ω) =
1

4iπ2r
lim
ε→+0

∫ +∞

−∞

keikr

(k∓ iε)2 − µ2
dk=

1
4iπ2r

lim
ε→+0

∮
1
2

{
eikr

k− (µ ± iε)
+

eikr

k− (−µ ± iε)

}
dk

とすれば、G+ (x, ω) は極を含むので、主値積分より

G+ (x, ω) =
1

4iπ2r
lim
ε→+0

∮
1
2

{
eikr

k− (µ + iε)
+

eikr

k− (−µ + iε)

}
dk=

1
4iπ2r

1
2

iπ
(
eiµr + e−iµr

)

=
cosµr
4πr

(19)

となる。G− = (x, ω)のときは、極を含まないので、

G− (x, ω) = 0 (20)

である。これらは定常波に対応する解である。

4.3 解、弐

同様に、

G (k, µ) =
1

(2π)3

1
k2 + µ2

の Fourier 変換をとるとき、

G (x, µ) =
∫

d3k G (k, µ) eik·x =
1

(2π)3

∫
d3k

eik·x

k2 + µ2
=

1

(2π)3

∫ 2π

0
dφ

∫ ∞

0
k2 dk

∫ π

0
dθ sinθ

eikr cosθ

k2 + µ2

=
1
2π

∫ ∞

0

k2

k2 + µ2

sin(kr)
kr

dk=
1
2π

1
r

∫ ∞

0

ξ sinξ
ξ2 + r2µ2

dξ kr = ξ,
dξ
dk
= r

と書ける。ここで、
ξ sinξ

ξ2 + r2µ2

は偶関数であるから ∫ ∞

0

ξ sinξ
ξ2 + r2µ2

dξ =
1
2

∫ +∞

−∞

ξ sinξ
ξ2 + r2µ2

dξ



であるので ∫ +∞

−∞

ξ sinξ
ξ2 + r2µ2

dξ

を計算する。複素平面で考えると
∫

CR

zeiz

z2 + 1
dz≤

∣∣∣∣∣∣

∫

CR

zeiz

z2 + 1
dz

∣∣∣∣∣∣ ≤
∫

CR

|z||eiz|
|z2 + 1| |dz| ≤

∫

CR

Re−Rsinθ

R2 − 1
|dz|

z= Reiθ (0 ≤ θ ≤ π) , |dz| = |z′(θ)|dθ = |iReiθ |dθ = Rdθ

=

∫ π

0

Re−r sinθ

R2 − 1
· Rdθ =

R2

R2 − 1

∫ π

0
e−Rsinθdθ =

R2

R2 − 1

(∫ π/2

0
e−Rsinθdθ +

∫ π

π/2
e−Rsinθdθ

)

=
R2

R2 − 1

(∫ π/2

0
e−Rsinθdθ +

∫ π/2

0
e−Rsinψdψ

)
=

2R2

R2 − 1

∫ π/2

0
e−Rsinθdθ

<
2R2

R2 − 1
· π

2R
<

R2

R2 − 1
· π

R
=

πR
R2 − 1

R→∞−−−−→ 0

となるから、留数定理より
∫ +∞

−∞

ξ sinξ
ξ2 + r2µ2

dξ = Im
[
2πiR(+irµ)

]
（上半円であることに注意）

で与えられることが分かる。これを計算すると
∫ +∞

−∞

ξ sinξ
ξ2 + r2µ2

dξ = Im

2πi

{
(z− irµ)

zeiz

(z+ irµ) (z− irµ)

}

z=+irµ

 = Im

[
2πi

irµe−rµ

2irµ

]
= Im

[
2πi

e−rµ

2

]
= πe−rµ

となり、結局次のようになる。

G (x, ω) =
1
2π

1
r

1
2

∫ ∞

−∞

ξ sinξ
ξ2 + r2µ2

dξ =
1
2π

1
r

1
2
πe−µr =

1
4π

e−µr

r
(21)

また時間 t の関数 h(t) を

h(t) ≡ 1
2π

∫ +∞

−∞
dx

eixt

x− iε
, ε > 0

で定義する（ヘビサイドのステップ関数の積分表示）。今までと同様に考えて、t > 0に対しては積分経路を上

半面の半円にとることができ、これを計算すると

h(t > 0) =
1
2π

∫ +∞

−∞
dx

eixt

x− iε
=

1
2πi

2πie0 = 1

となる。t < 0のときは、極を含まないので
h(t < 0) = 0

となる。

4.4 電磁ポテンシャルの解

t と t′ の間に

t′ = t ± |x − x′|
c

(22)



なる関係が成り立つとする。このとき Eq.(18)で与えられる関数 G± (x, ω) を用いるとき、Eq.(8) の解は、

A (x, t) =
∫ +∞

−∞

[
µ0

∫

V′
d3x′G(x − x′, ω) j0(x′, ω)

]
e−iωtdω = µ0

∫ +∞

−∞
dω e−iωt

∫

V′
d3x′G± (x, ω) · 1

2π

∫ +∞

−∞
j0(x′, t′)eiωt′dt′

=
µ0

4π

∫

V′
d3x′

1
|x − x′|

∫ +∞

−∞
dt′ j0(x′, t′) · 1

2π

∫ +∞

−∞
dω e

iω
(
± |x−x′ |

c +t−t′
)

=
µ0

4π

∫

V′
d3x′

∫ +∞

−∞
dt′ δ

(
t′ − t ∓ |x − x′|

c

)
j0(x′, t′)
|x − x′| (23)

=
µ0

4π

∫

V′
d3x′

j0(x′, t′)
|x − x′| (24)

と表すことができる。同様に Eq.(9)の解は、

φ (x, t) =
∫ +∞

−∞

[
1
ε0

∫

V′
d3x′G(x − x′, ω) ρ0(x′, ω)

]
e−iωtdω =

1
ε0

∫ +∞

−∞
dωe−iωt

∫

V′
d3x′G± (x, ω) · 1

2π

∫ +∞

−∞
ρ0(x′, t′)eiωt′dt′

=
1

4πε0

∫

V′
d3x′

1
|x − x′|

∫ +∞

−∞
dt′ ρ0(x′, t′) · 1

2π

∫ +∞

−∞
dω e

iω
(
± |x−x′ |

c +t−t′
)

=
1

4πε0

∫

V′
d3x′

∫ +∞

−∞
dt′ δ

(
t′ − t ∓ |x − x′|

c

)
ρ0(x′, t′)
|x − x′| (25)

=
1

4πε0

∫

V′
d3x′

ρ0(x′, t′)
|x − x′| (26)

と表せる。Eq.(23) と Eq.(25) は時間積分を行っていないので、 Eq.(22) の条件が δ 関数の積分の形で含ま

れることになるが、t′ と t はお互いに独立であると考えることができるので、後の微分演算がしやすくなる利

点がある。

4.5 Liénard-Wiechertポテンシャル

電流密度や電荷密度が点電荷やその運動によって作られると考え、

ρ0 (x, t) = qδ
(
x − x′0(t)

)
, j0 (x, t) = qu(t) δ

(
x − x′0(t)

)
(27)

と書く。またここで t′ は

h
(
x, t, t′

) ≡ t′ − t +
|x − x′(t′)|

c

を満たし、

R(x, t′) =
∣∣∣x − x′0(t′)

∣∣∣ , n(x, t′) =
x − x′0(t′)

R(x, t′)
, u(t′) =

dx0(t′)
dt′

= cβ(t′)

とする。これを Eq.(23) と Eq.(25)に代入すると、δ 関数の
∫ +∞

−∞
dtδ ( f (t)) g(t) =

∫ +∞

−∞
d f

dt
d f
δ( f )g (t( f )) =

∑

i

1
d f(ti)

dt

g(ti)

∣∣∣∣∣∣
f (ti )=0

(28)



なる関係を用いて、

A (x, t) =
µ0

4π

∫ +∞

−∞
dt′ δ

(
h(x, t, t′)

) qu(t′)∣∣∣x − x′0(t′)
∣∣∣
=
µ0

4π
1

d
dt′

(
t′ − t +

|x − x′(t′)|
c

) qu(t′)
R(x, t′)

∣∣∣∣∣∣
h(x,t,t′)=0

=
µ0

4π
1

1− n(t′) · β(t′)
qu(t′)
R(x, t′)

∣∣∣∣∣∣
h(x,t,t′)=0

(29)

φ (x, t) =
1

4πε0

∫ +∞

−∞
dt′ δ

(
h(x, t, t′)

) q∣∣∣x − x′0(t′)
∣∣∣
=

1
4πε0

1

d
dt′

(
t′ − t +

|x − x′(t′)|
c

) q
R(x, t′)

∣∣∣∣∣∣
h(x,t,t′)=0

=
1

4πε0

1
1− n(t′) · β(t′)

q
R(x, t′)

∣∣∣∣∣∣
h(x,t,t′)=0

(30)

と表すことができる。Eq.(29)と Eq.(30)は Liénard-Wiechert ポテンシャルである。

5 電磁場の導出準備

Eq.(5)を計算して

E (x, t) =
q

4πε0

(
1− β2(t′)

)
(n(t′) − β(t′))

κ3(t′)R2(x, t′)
+

q
4πε0c

n(t′) ×
[
(n(t′) − β(t′)) × β̇(t′)

]

κ3(t′)R(x, t′)
(31)

を導くことを考える。ここで
κ(t′) = 1− n(t′) · β(t′) (32)

である。様々な方法があるが、ここでは以下のように求める。

5.1 スカラーポテンシャルの座標微分

∂

∂x
φ (x, t) =

1
4πε0

∫ +∞

−∞
dt′

∂

∂x
[
δ
(
h(x, t, t′)

)] q
R(x, t′)

+
1

4πε0

∫ +∞

−∞
dt′ δ

(
h(x, t, t′)

) ∂

∂x

[
q

R(x, t′)

]

であるが、それぞれの項にについて計算を次のように行う。

（第弐項）=
1

4πε0

∫ +∞

−∞
dt′ δ

(
h(x, t, t′)

) ∂

∂x

[
q

R(x, t′)

]
= − 1

4πε0

∫ +∞

−∞
dt′ δ

(
h(x, t, t′)

) q(n)x

R2(x, t′)

= − q
4πε0

1

d
dt′

(
t′ − t +

|x − x′(t′)|
c

) (n)x

R2(x, t′)

∣∣∣∣∣∣
h(x,t,t′)=0

= − q
4πε0

1
1− n(t′) · β(t′)

(n)x

R2(x, t′)

∣∣∣∣∣∣
h(x,t,t′)=0

= − q
4πε0

1
κ(t′)

(n)x

R2(x, t′)

∣∣∣∣∣∣
h(x,t,t′)=0



（第壱項）=
1

4πε0

∫ +∞

−∞
dt′

∂

∂x
[
δ
(
h(x, t, t′)

)] q
R(x, t′)

=
q

4πε0

∫ +∞

−∞
dt′

∂

∂x

[
δ

(
t′ − t +

|x − x′(t′)|
c

)]
1

R(x, t′)

=
q

4πε0

1
c

∫ +∞

−∞
dy

dt′

dy
(n)x

R(x, t′)
∂

∂y
δ(t − y), y = t′ +

|x − x′(t′)|
c

= − q
4πε0

1
c

∫ +∞

−∞
dy

∂

∂y

(
dt′

dy
(n)x

R(x, t′)

)
δ(t − y) ∵ 部分積分

= − q
4πε0

1
c
∂

∂t

[
dt′

dt
(n)x

R(x, t′)

]

h(x,t,t′)=0

= − q
4πε0

1
c
∂t′

∂t
∂

∂t′

[
dt′

dt
(n)x

R(x, t′)

]

h(x,t,t′)=0

= − q
4πε0

1
c

1
κ(t′)

∂

∂t′

[
1
κ(t′)

(n)x

R(x, t′)

]

h(x,t,t′)=0

∵
dt′

dt
=
∂t′

∂t
=

1
κ(t′)

よって、
∂

∂x
φ (x, t) = − q

4πε0

1
c

1
κ(t′)

∂

∂t′

[
1
κ(t′)

(n)x

R(x, t′)

]

h(x,t,t′)=0

− q
4πε0

1
κ(t′)

(n)x

R2(x, t′)

∣∣∣∣∣∣
h(x,t,t′)=0

(33)

となる。

5.2 単位ベクトルの時間微分

n(t′) を t′ で偏微分すると、

∂

∂t′
n(t′) = ṅ(t′) =

∂

∂t′
x − x′(t′)
R(x, t′)

= −ẋ(t′)
1

R(x, t′)
+

(
x − x′(t′)

) dR(x, t′)
dt′

d
dR(x, t′)

(
1

R(x, t′)

)

= − u(t′)
R(x, t′)

+
(
x − x′(t′)

) (− 1
R2(x, t′)

) (
− (x − x′(t′)) · ẋ(t′)

R(x, t′)

)

= c
−β(t′) + n(t′) (n(t′) · β(t′))

R(x, t′)
(34)

を得るが、
n × (n × β) = n (n · β) − β (n · n)

なる公式を使うと
∂

∂t′
n(t′) = c

n(t′) × n(t′) × β(t′)
R(x, t′)

(35)

と書ける。



5.3 ベクトルポテンシャルの時間微分

A (x, t) を t で偏微分すると、

∂

∂t
A (x, t) =

qµ0

4π

∫ +∞

−∞
dt′

∂

∂t

{
δ

(
t′ − t +

R(x, t′)
c

)
u(t′)

R(x, t′)

}

= − q
4πε0

1
c2

c
∫ +∞

−∞
dt′

u(t′)
R(x, t′)

∂

∂R(x, t′)

{
δ

(
t′ − t +

R(x, t′)
c

)}

= − q
4πε0

∫ +∞

−∞
dt′
β(t′)

R(x, t′)
∂

∂R(x, t′)

{
δ

(
t′ − t +

R(x, t′)
c

)}

= − q
4πε0

1
c

∫ +∞

−∞
dy

dt′

dy
β(t′)

R(x, t′)
∂

∂y
δ(t − y), y = t′ +

|x − x′(t′)|
c

=
q

4πε0

1
c

∫ +∞

−∞
dy

∂

∂y

(
dt′

dt
β(t′)

R(x, t′)

)
δ(t − y) ∵ 部分積分

=
q

4πε0

1
c
∂

∂t

[
dt′

dt
β(t′)

R(x, t′)

]

h(x,t,t′)=0

=
q

4πε0

1
c
∂t′

∂t
∂

∂t′

[
dt′

dt
β(t′)

R(x, t′)

]

h(x,y,t′)=0

=
q

4πε0

1
c

1
κ(t′)

∂

∂t′

[
1
κ(t′)

β(t′)
R(x, t′)

]

h(x,t,t′)=0

を得る。

6 電場の導出

以上の結果を Eq.(5) に代入すると

E (x, t) = −∂A (x, t)
∂t

− ∇φ (x, t) =
q

4πε0

[
n(t′)

R2(x, t′)κ(t′)
+

1
c

1
κ(t′)

∂

∂t′

(
n(t′) − β(t′)
κ(t′)R(x, t′)

)]

と書けることが分かる。また Eq.(6)より、

B (x, t) = ∇ × A (x, t) =
µ0q
4π

∫

V′
d3x′

∫ +∞

−∞
dt′ δ

(
x − x′(t′)

) (
n(t′) × u(t′)

) ∂

∂R(x, t′)


δ
(
t − t′ − R(x,t′)

c

)

R(x, t′)



=
q

4πε0

1
c2

∫ +∞

−∞
dt′

(
n(t′) × u(t′)

) ∂

∂R(x, t′)


δ
(
t − t′ − R(x,t′)

c

)

R(x, t′)



=
q

4πε0

1
c

∫ +∞

−∞
dt′

(
n(t′) × β(t′))

[
−
δ
(
t − t′ − R(x,t′)

c

)

R2(x, t′)
+

1
R(x, t′)

∂

∂R(x, t′)
δ

(
t − t′ − R(x, t′)

c

) ]

と書けることから、時間積分を E (x, t) のときと同様に実行すると、

B (x, t) =
q

4πε0

1
c

[
β(t′) × n(t′)
R2(x, t′)κ(t′)

+
1

cκ(t′)
∂

∂t′
β(t′) × n(t′)
R(x, t′)κ(t′)

]

となる。

電場 E (x, t)について Eq.(35) を用いて更に変形していくと、

E (x, t) =
q

4πε0

[
n(t′)

R2(x, t′)κ(t′)
+

n(t′) × n(t′) × β(t′)
R2(x, t′)κ2(t′)

+
n(t′)
cκ(t′)

∂

∂t′

(
1

κ(t′)R(x, t′)

)
− 1

cκ(t′)
∂

∂t′

(
β(t′)

κ(t′)R(x, t′)

) ]



で与えられることになる。ここで右辺第一項と第弐項と（t′ で偏微分していない項）をまとめると、

n(t′)
R2(x, t′)κ(t′)

+
n(t′) × n(t′) × β(t′)

R2(x, t′)κ2(t′)
=

n(t′)κ(t′)
R2(x, t′)κ2(t′)

+
n(t′) × n(t′) × β(t′)

R2(x, t′)κ2(t′)

=
n(t′)

κ2(t′)R2(x, t′)
− n(t′) (n(t′) · β(t′)) − n(t′) (n(t′) × β(t′))

κ2(t′)R2(x, t′)

=
n(t′)

κ2(t′)R2(x, t′)
− β(t′)
κ2(t′)R2(x, t′)

であるから、

E (x, t) =
q

4πε0

[
n(t′)

R2(x, t′)κ2(t′)
+

n(t′)
cκ(t′)

∂

∂t′

(
1

κ(t′)R(x, t′)

)
− β(t′)

R2(x, t′)κ2(t′)
− 1

cκ(t′)
∂

∂t′

(
β(t′)

κ(t′)R(x, t′)

) ]
(36)

を得る。

Eq.(36)に残された時間微分を実行する。

d
dt′
β(t′) = β̇(t′)

d
dt′

(
κ(t′)R(x, t′)

)
=

dκ(t′)
dt′

R(x, t′) + κ(t′)
dR(x, t′)

dt′
=

{
d

dt′

(
1− n(t′) · β(t′)

c

)}
R(x, t′) − κ(t′) (n(t′) · u(t′)

)

= −1
c

(
n(t′) × (n(t′) × u(t′))

R(x, t′)
· u(t′) + n(t′) · u̇(t′)

)
R−

(
1− 1

c
n(t′) · u(t′)

) (
n(t′) · u(t′)

)

= −1
c

(
n(t′) (n(t′) · u(t′) − u(t′))

R(x, t′)
· u(t′) + n(t′) · u̇(t′)

)
R−

(
1− 1

c
n(t′) · u(t′)

) (
n(t′) · u(t′)

)

= cβ2(t′) − c
(
n(t′) · β(t′)) − R(x, t′)

(
n(t′) · β̇(t′)

)

であるから、これを用いると E (x, t)は以下のように書くことができる。ここで t′ は省略して書いている。

E (x, t) =
q

4πε0

[
n

R2κ2
+

n
cκ

∂

∂t′

(
1
κR

)
− β

R2κ2
− 1

cκ
∂

∂t′

(
β

κR

) ]

t′

=
q

4πε0

[
n

R2κ2
+

n
cκ

(
− 1
κ2R2

) (
cβ2 − c (n · β) − R

(
n · β̇

))

− β

R2κ2
− 1

cκ

{
β̇

κR
+ β

(
− 1
κ2R2

) (
cβ2(t′) − c

(
n(t′) · β(t′)) − R(x, t′)

(
n(t′) · β̇(t′)

))} ]

t′

=
q

4πε0

[
(1− n · β) n − nβ2 + (n · β) n − (1− n · β)β + ββ2 − (n · β)β

κ3R2

+
n
(
n · β̇

)
− β̇ (1− n · β) − β

(
n · β̇

)

cκ3R

]

t′

=
q

4πε0


1
κ3

(
ṅ · βR

c + κn · β
)
(n − β) + R

c κṅ + κ
2n

R2


t′

+
q

4πε0c

[
1
κ3

n · β̇ (n − β) − κβ̇
R

]

t′
(37)

=
q

4πε0


(n − β)

(
1− β2

)

κ3R2
+

(n − β)
(
n · β̇

)
− β̇ (n · (n − β))

cκ3R


t′

=
q

4πε0



(
1− β2

)
(n − β)

κ3R2


t′

+
q

4πε0c


n ×

{
(n − β) × β̇

}

κ3R


t′

(38)

となり、Eq.(31) が導かれた。無限遠で効いてくる部分（1/Rに比例する部分）は、粒子の加速度運動に起因

していることが分かる。



7 磁場の導出

Eq.(36)の場合と同様に磁場を考えると、

B (x, t) =
q

4πε0

1
c

[
β(t′)

R2(x, t′)κ2(t′)
+

1
cκ(t′)

∂

∂t′

(
β(t′)

R(x, t′)κ(t′)

)]
× n(t′) (39)

を得る。このとき Eq.(36) と Eq.(39) とを比較すると、

B (x, t) =
n(t′) × E (x, t)

c
(40)

なる関係があることが分かる。よって、電場さえ分かれば磁場は Eq.(40) より求めることができる。

8 Poynting Vector (Larmorの公式)

Poynting Vectorを
P (x, t) ≡ E (x, t) × B (x, t)

µ0
(41)

で定義すれば、これは単位時間当たり単位面積を通る電磁波のエネルギー流束である。従って、加速度運動

をしている粒子を取り囲む無限に大きな球を考えて、その球面を通過する全エネルギーを計算してやれば、

粒子の発する電磁波の全エネルギーの放射率を計算できる。球面の面積は 4πR2 で与えられることを考えれ

ば、Eq.(31) と Eq.(40) の中で、無限遠の球面上で積分をして生き残る項は 1/Rに比例する部分、従って

Poynting Vectorとしては 1/R2 に比例する項である。そこで無限遠で生き残る部分を取り出して、

Erad(x, t) =
q

4πε0

n(x, t′) ×
[
(n(x, t′) − β(x, t′)) × β̇(x, t′)

]

κ3(x, t′)R(x, t′)
(42)

B (x, t) =
n(x, t′) × Erad(x, t)

c
(43)

とする。

定義通り Poynting Vectorを計算すると

P (x, t) =
Erad(x, t) × Brad(x, t)

µ0
=

E × {n × Erad}
cµ0

=
E2

radn − (n · Erad) Erad

cµ0

=
E2

rad

cµ0
n, ∵ Erad⊥ n −→ E · n = 0 (44)

となる。|β| � 1の極限では、κ → 1となり、

P (x, t) =
1

cµ0

(
q

4πµ0c

)2
[
n ×

(
n × β̇

)]2

R2
n =

1
cµ0

(
q

4πµ0c

)2
[(

n · β̇
)
n − β̇

]2

R2
n

=
1

cµ0

(
q

4πµ0c

)2
[∣∣∣β̇

∣∣∣ cosΘn − β̇
]2

R2
n =

1
cµ0

(
q

4πµ0c

)2
∣∣∣β̇

∣∣∣2 cos2Θ +
∣∣∣β̇

∣∣∣2 − 2
∣∣∣β̇

∣∣∣2 cos2Θ

R2
n

=
1

cµ0

(
q

4πµ0c

)2
∣∣∣β̇

∣∣∣2 sin2Θ

R2
n (45)



と書ける。ここで Θ は n と β̇ が成す角である。従って、半径無限大の球面上で積分を実行すると、微小立体

角 dΩ を使って、dS · ndΩn · n = R2dΩ であるから、

P ≡
∫

R→∞
dS · P (x, t) =

q2

16π2c3µ0ε
2
0

lim
R→∞

∫ 2π

0
dφ

∫ π

0
dΘR2 sinΘ

u̇2 sin2Θ

c2R2

=
q2u̇

8πε0c3

∫ π

0
dΘ sin3Θ =

q2u̇2

8πε0c3

∫ π

0
dΘ

3 sinΘ − sin 3Θ
4

=
q2u̇2

8πε0c3

4
3

=
q2u̇

6πε0c3
=

2
3

1
4πε0

q2u̇2

c3
(46)

となる。これは加速度運動をする非相対論的な荷電粒子から放出される電磁波が単位時間当たりに発するエネ

ルギーであり、Eq.(46)は Larmor の公式と呼ばれている。

9 MKS単位系と cgs Gauss単位系の変換

MKS 単位系から cgs Gauss 単位系に変換するには、

MKS ⇐⇒ Gauusian
cBMKS ⇐⇒ BGaussian

ε0 ⇐⇒ (4π)−1

µ0 ⇐⇒ 4π
c2

µ0ε0 ⇐⇒ 1
c2

などとする必要がある。

10 Thomson散乱

今、真空中を伝播する波数ベクトル k で角振動数 ω の平面電磁波を

E = E0 exp [i (k · x − ωt)] , B = B0 exp [i (k · x − ωt)] (47)

と表すことにする。これを Eq.(1) に代入すると、|k| = k, ω = ckとして、

∇ × E +
∂B
∂t
= i k × E − iωB = 0

=⇒B =
k × E

ck
(48)

となる。また Eq.(4) に於いて ρ0 = 0とすると、

∇ · E = i k · E = 0

=⇒ k · E = 0 (49)

となる。このとき電磁波のエネルギー密度

w ≡ E · D + B · H
2



を計算すると、

w =
E · D + B · H

2
=

ε0 |E|2 +
1
µ0
|B|2

2
=

ε0 |E|2 +
1

µ0c2
|E|2

2
= ε0 |E|2 (50)

で与えられることが分かる。

この平面電磁波が原点に置かれた質量 mで電荷 qの荷電粒子に入射するとき、原点に置かれた荷電粒子は

a =
qEincident

m

で与えられる加速度運動を行う。このとき、この荷電粒子が n の方向の微小立体角 dΩ′ に単位時間単位面積

当たりに放出する電磁波のエネルギーは、Eq.(45)を用い β̇ = a/cとして、

Pscattered(x, t) =
1

cµ0

(
q

4πµ0c

)2
∣∣∣β̇

∣∣∣2 sin2Θ

r2
n =

1
cµ0

(
q

4πµ0c

)2 (
|a|
c

)2 sin2Θ

r2
n

=

(
q2

4πε0mc2

)2 (
1
r

)2

cε0 |Eincident|2 sin2Θn

=

( r0

r

)2
cε0 |Eincident|2 sin2Θn (51)

となる。ここで Θ は、n と aとが成す角であり、

r0 =
q2

4πε0mc2
(52)

とした。これは q = eのとき、古典電子半径を表す。

10.1 散乱断面積

Eq.(51)で P (x, t) ≡ P (x, t) n と書くとき、荷電粒子の微分散乱断面積は、

dσ
(
Ω′

)
=

( jscattered)
(
r2dΩ′

)

j incident
=

Pscattered

(
r2dΩ′

)

cw
= r2

0 sin2Θ dΩ′ (53)

より、
dσ (Ω′)

dΩ′
= r2

0 sin2Θ (54)

と書ける。散乱の微分断面積は、今の場合電磁波の振動数に依存しない。全散乱断面積は

σT =

∫
dΩ′ dσ

(
Ω′

)
= 2πr2

0

∫ π

0
dΘ sin3Θ =

8π
3

r2
0 (55)

で与えられる。q = eのとき、σT は Thomson 散乱の全断面積 といわれる。これを電子のコンプトン波長

λc =
~

mc

と、微細構造定数

α =
e2

4πε0~c

とを用いて書き換えれば、

σT =
8
3

(
e2

4πε0~c

)2

π

(
~

mc

)2

=
8
3
α2 × πλ2

c (56)

となる。α2 は電子と電磁波との間で相互作用を起こす確率を表していると考えることもできる。
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10.2 偏光のない入射電磁波についての微分散乱断面積

入射電磁波の伝播方向は κ = k/kで与えられるが、これを z軸とし、荷電粒子のいる座標原点を含み、z軸

に垂直な平面内に適当に x軸と y軸とをとる。このとき E と B はこの xy平面内にある。E が x軸と成す角

を ϕ 、散乱電磁波の散乱方向 n が z軸と成す角を θ 、そして n の xy平面への射影が x軸と成す角を φ とす

る。図より、
n = (sinθ cosφ, sinθ sinφ, cosθ) , E = (E cosϕ,E sinϕ,0)

であるから、

cosΘ =
n · E
|n| |E| = sinθ cosφ cosϕ + sinθ sinφ sinϕ = sinθ (cosφ cosϕ + sinφ sinϕ)

= sinθ cos(φ − ϕ)

となり、これを二乗して整理すると、

sin2Θ = 1− sin2 θ cos2 (φ − ϕ) (57)

を得る。これを、入射電磁波のかたより ϕ について平均すると、

〈
sin2Θ

〉
=

〈
1− sin2 θ cos2 (φ − ϕ)

〉
=

1
2π

∫ 2π

0

{
1− sin2 θ cos2 (φ − ϕ)

}
dϕ

=
1
2π

∫ 2π

0

{
1− sin2 1+ cos

[
2(φ − ϕ)

]

2

}
dϕ =

1
2π

2π − sin2 θ

2

2π +
[
sin{2(φ − ϕ)}

2

]2π

0





=
1
2π

(
2π − sin2 θ

2

{
2π +

sin(−2φ) − sin(−2φ)
2

})
=

1
2

(
2− sin2 θ

)

=
1
2

(
1+ cos2 θ

)



となる。これは、偏光のない入射電磁波について、微分散乱断面積が、

dσ (Ω′)
dΩ′

∣∣∣∣∣∣
unpolarized

= r2
0

〈
sin2Θ

〉
=

r2
0

2

(
1+ cos2 θ

)
(58)

で与えられる—入射方向と散乱方向との間の角度 θ だけに依存する—ことを表す。

10.3 偏光

Eq.(42)を用いると、

Escattered(x, t)→
q

4πε0c

n(x, t′) ×
[
(n(x, t′) − β(x, t′)) × β̇(x, t′)

]

κ3(x, t′)R(x, t′)
=

q
4πε0c

n(x, t′) ×
(
n(x, t′) × β̇(x, t′)

)

κ3(x, t′)R(x, t′)
∵ β ‖ β̇

=
q

4πε0

n(x, t′) ×
(
n(x, t′) × qEincident(x, t′)

mc

)

κ3(x, t′)R(x, t′)
(59)

と書け、Escatteredが Escattered⊥ n,Escattered⊥ Eincidentである平面内に偏光していることが分かる。

11 制動輻射 (Bremsstrahlung)

制動輻射は電子が原子核によるクーロン場中を加速度運動するのに伴って放射されるものである。

電荷 Zeの原子核に初速度 v、衝突パラメータ bで衝突する電子を考える。電子の受ける加速度が

a ∼ Ze2

mb2

で与えられ、実質的な衝突時間が

tcoll ∼
b
v

で与えられるとすれば、Larmor の公式を用いて、一個の電子が電荷 Zeの原子核との衝突で発せられるエネ

ルギー量は、

∆W(b) = P tcoll ∼
e2

6πε0c3

(
Ze2

mb2

)2
b
v
=

e6Z2

6πε0c3m2v
b−3 (60)

と書ける。従って、電子の流束を Nevとして、それと衝突する原子核の数密度を NZ とすれば、単位時間単位

立体角当たりに発せられるエネルギー量は

dP
dV
∼ NzNev

∫ ∞

bmin

∆W(b) 2πb db

∼ e6Z2NZNe

6πε0c3m2
2π

∫ ∞

bmin

b−2db=
e6Z2NZNe

6πε0c3m2
2π

[
−1

b

]∞

bmin

=
1
3

e6

ε0m2c3bmin
NeNZZ2 (61)

で与えられる。最小の衝突パラメータ bmin が量子力学的な不確定性原理から決まるとすれば、

bmin ∼
~

mv



として、これを代入して

dP
dV
∼ 1

3
e6

ε0m2c3bmin
NeNZZ2 ∼ 1

3
e6

ε0mc3

v
~

NeNZZ2 =
8π
3

(4πε0)2

(
e2

4πε0~c

)3 (
~

mv

)2 (
1
2

mv2

)
vNeNZZ2

=
8π
3

(4πε0)2α3λ2
rDWvNeNZZ2 (62)

を得る。ここで

W =
1
2

mv2, λeD =
~

mv
：de Broglie 波長

である。

より詳しい計算の結果は、ガウント因子 (Gaunt factor) gB を導入して、

dP
dV
=

16π

3
√

3
(4πε0)2 gBα

3λ2
eDWvNeNZZ2 (63)

で与えられる。ここで gB ∼ 1である。


