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概要
background gravitational field

ds2=⋯

background Maxwell field
F=⋯

Einstein−Maxwell vacuum field equations of background
Rab=2 Eab

F ab
;b=0

blackhole as perturbation of background
ds2=⋯
F=⋯
Rab=2 Eab

F ab
;b=0

 equation of motion : ma=Lorentzradiationreactionexternaltail



  

small blackhole
mass : m
charge :e

イメージ

background
gravitational field

background
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perturbation
of background



  

background
μ=0 ,1 , 2 ,3 X μ=X 0 , X 1 , X 2 , X 3
g μν=ημνOr 2
X μ=x μ u at r=0

v μu= dx μ

du
, aμ u=dv μ

du
r=v μX μ−x μu

k μ=X μ−x μu
r

h0=a μ k μ=
∂ log P0

∂u
X μ=x μ urk μ

ds2=g μν dX μ dX ν

=−r 2 P0
−2 dx2dy2dudr1−2 h0 r du2 near r=0

X μ

u

xμ

v μ

k μ

u=const

r



  

Line element of the background
ds2=−r 2 P0

−2dx2dy2
2 du dr1−h0 r du2


ds2=−θ12−θ222θ3 θ 4

θ1=rP0
−1 dx

θ2=rP0
−1 dy

θ3=dr1
2
1−2 h0 r du

θ4=du

ds2=−θ12−θ222θ3 θ4

θ1=rp−1eα cosh β dxe−α sinh β dyadu 
θ2=rp−1eα sinh β dxe−α cosh β dybdu

θ3=drc
2

du

θ4=du

background
space−time

near r=0

general
background

space−time

p ,α , β ,a ,b , cは x , y , r , u .の関数
a=∑ ai r

i のように powers of r .で表す
ai .などを様々な条件下で決める



  

r → 0 での境界条件

p=P01q2 r2q3 r3⋯
α=α2 r2α3 r3⋯
β=β2 r2β3 r3⋯
各 r の係数は x , y , u の関数

line element
 p0=P0 , a0=b0=0 , c0=1 , c1=−2 h0

null geodesic congruence

complex shear : σ=∂α
∂ r

cosh 2 βi ∂ β
∂ r

=O r

αi , β i は α2, β2から

real expansion :θ= ∂
∂ r

log r p−1=r−1O r 

 p1=0

a=a1 ra2 r2⋯
b=b1 rb2 r2⋯
c=1−2 h0 r⋯

σ θ



  

Background Maxwell field
potential one− form
A=LdxM dyK du ; W drがないのはゲージ変換による
L=r 2 L2r3 L3⋯
M=r2 M 2r3 M 3⋯
K=r K 1r2 K 2⋯

L1, M 1, K 0などがあると、F abが r 0で発散してしまい、
external electromagnetic field .としては適さない

Maxwell field

F=dA=1
2

F ab θa∧θb tetrad indices : a ,b=1,2,3,4

ds2=−θ12−θ222θ3 θ4=gab θa θ b where gab=−1 0 0 0
0 −1 0 0
0 0 0 1
0 0 1 0



  

Einstein-Maxwell field equations
Einstein ' s equations

ℇ ab≡Rab−2 Eab=0 where E ab=F ca F c
b−

1
4

gab F cd F cd

ℇ ab=∑ nℇ ab rn

ℇ 11ℇ 22=−4ℇ 11−4ℇ 22r
−4 −3ℇ 11−3ℇ 22r

−3⋯
⋮
ℇ 44=⋯

Maxwell ' s equations
ℳ a≡F ab

;b=0
ℳ a=∑ nℳ

a rn

ℳ 1=−2ℳ
1 r−2−1ℳ

1 r−1⋯
⋮
ℳ 4=⋯



  

ポテンシャル1-formの係数

1ℳ
4=−2 P0

−2 K 12∂ L2

∂ x 
∂M 2

∂ y =0

1ℳ
3= ∂2

∂ x2
∂2

∂ y2K 12∂ L2

∂ x 
∂ M 2

∂ y =0

 ΔK 12 K 1=0 where Δ≡P0
2 ∂2

∂ x2
∂2

∂ y2 
F=dA=1 /2 F ab θ a∧θb=F 34 θ3∧θ4⋯
 F 34=K 1O r
K 1=F 34=F μν Λ3

μ Λ4
ν=F μν k μ vν on r=0 where dX μ=Λa

μ θ a

 Δ K 1=F μν Δk μ vν=−2 F μνk
μ−v μvν=−2 F μν k μ vν=−2 K1

 L2=−1
2 P0

−1 F 13=
1
2 F μν k μ∂ k ν

∂ x , M 2=−1
2 P0

−1 F 23=
1
2 F μν k μ∂ k ν

∂ y on r=0



  

Line element の係数

0ℇ 33=−8 P0
2L2

2M 2
212 q2=0

q2=2 /3 P0
2L2

2M 2
2=⋯=−1/6 F λ

μ F λν k μ k ν

0ℇ 11−0ℇ 222 i 0ℇ 12=−12α2i β2−6 ∂
∂ ζ a1i b14 P0

2∂ q2

∂ ζ =0

0ℇ 13i 0ℇ 23=−2P0
−1a1i b14 P0

2∂ q2

∂ζ 4 P0
3 ∂
∂ζ [P0

−2 α2i β2]=0

 ∂
∂ζ {P0

4 ∂
∂ζ [P0

−2α2i β2]}=−α2i β2 where ζ≡xi y

⋮

α2=
1
6 P0

2 C μνρσ k μ∂ k ν

∂ x k ρ∂ k σ

∂ x , β2=
1
6 P0

2 C μνρσ k μ∂ k ν

∂ x k ρ∂ k σ

∂ y

a1=
2
3 P0

2C μνρσ k μ vν k ρ∂ k σ

∂ x F λ
μ F λν k μ∂ k ν

∂ x  ,

b1=
2
3 P0

2C μνρσ k μ vν k ρ∂ k σ

∂ y F λ
μ F λν k μ∂ k ν

∂ y 



  

mass : m=O1 , charge : e=O1のブラックホールを摂動として扱い、
m ,e .の高次は落とす
r ,m ,e0 m /r , e /rは有限 の境界条件
○重力場⋯Reissner−Nordstromblackhole

ds2=1−2m / re2/r2du2O r
○電磁場⋯Li e nard−Wiechert potential

A=e r−1−h0duO r 

p= P0 1q2 r2q3 r3⋯
α=α2 r2α3 r3⋯
β= β2 r2β3 r3⋯
a=a−1 r−1a0a1 ra2 r2⋯
b=b−1 r−1b0b1 rb2 r2⋯
c=e2 r−2−2m2 f −1r

−1c0c1 r⋯

Black hole as perturbation

L=L0r2 L2r3 L3⋯
M=M 0r2 M 2r3 M 3⋯
K=r−1 eK−1−eh0K 0r K 1⋯

backgroundには無い O1 O2

他は backgroundO1



  

ブラックホールからの波

u=const
ds0

2=−r2 P0
−2dx2dy2O r4

P0=P01Q1Q2O3
Q1=O1 , Q2=O2


Einstein−Maxwell vacuum
field equationsを解くときに、
directional singularities .が現れてはいけない

２次元球面の摂動 Q1, Q2が 、
あらゆる x , y .で発散してはいけない
例えば

Q x =exp2ix  ⋯○ Q x =x expix  ⋯×

.この球面の動きがブラックホールの運動

波面

球面 x , y



  

運動方程式への道

−2ℇ 44=−8e2 F p
i F pj k i v j−16 e2F ij k i v j2

1
2 Δc0−

1
2 c0 P0

2[ ∂
∂ x P0

−2 a−1 ∂
∂ y P0

−2 b−1]−1
2 a−1

∂c0

∂ x −1
2 b−1

∂c0

∂ y

3m P0
2[ ∂
∂ x P0

−2 a0 ∂
∂ y P0

−2 b0]−4
∂ f −1

∂u 12 f −1 h06 m h0

−4e2 P0
2 L2

∂K1

∂ x −4 e2 P0
2 M 2

∂K1

∂ y −2 P0
2[∂ K 0

∂ x 2

∂K 0

∂ y 2]
8m P0

2 L2
∂K 0

∂ x 8m P0
2 M 2

∂ K 0

∂ y −4 P0
2 L2

∂ K−1

∂ x −4 P0
2 M 2

∂ K−1

∂ y

−4 P0
2∂ K 1

∂ x
∂K−1

∂ x −4 P0
2∂ K 1

∂ y
∂K−1

∂ y −5
2 e2 P0

2[ ∂
∂ x P0

−2 a1 ∂
∂ y P0

−2 b1]
O3

各項の c0, f −1, a−1, a0, a1, b−1, b0, b1, L2, M 2, K−1, K0, K 1 .は他の方程式から得る



  

オーダー１まで

−2ℇ 44=
1
2

Δ ΔQ12Q16 m h0−6 e F ij k
i v jO2

 ΔΔQ12Q1=6 m ai Δpi−6 e F ij Δpi v jO2 where pi=k i−vi=−1
2

Δpi

 ΔQ12Q1=6m ai pi−6 e F ij pi v iAuO2

簡単のために

Δ= ∂2

∂ x2 
∂2

∂ y2  , Q1≡Q1−
1
2

Au , 4exp [i 2x y]=6 m ai pi−6e F ij pi vi

とすると、
Δ Q1=−2 Q14exp [i 2 x y ]

Q1=1x2−2 x yy2exp [i 2x y]1
2

Au ⋯x∞ , y−∞で発散

Q1に directional singularitiesが現れないために
m ai=e F ij v

jO2 ⋯equationof motion

Q1=exp [i2xy ]1
2

Au ⋯発散しない



  

オーダー２まで

Q1は l=0 ,1の spherical harmonics .の和で表された
l=0は球の半径を、 l=1 .は球の位置を少し変えるだけ Q1=0
Q2に関して −2ℇ 44を計算すると、

−1
2

ΔΔQ22Q2=A0A1A2O3 where Al : spherical harmonics of l

directional singularitiesなく積分するためには、
A0=O3  Ġ=−4

3
e2 F p

i F pj v
i v j  G=−∫−∞

u 4
3

e2 F p
i F pj v

i v j du

ΔA1=−2 A1 , ΔA2=−6 A2を用いて積分できて、

 ΔQ22Q2=A1
1
3

A2O3=− 1
12

ΔA22 A2A1O3

directional singularitiesがないQ2を得るためには、
A1=O3

 m ai=e F ij v
j2

3
e2 hi

k ȧk
4
3

e2 hi
k F p

k F pj v
j

4
3

m e Ḟ ij v
j−2G ai2e2 K uF ij v

jU uciV ud iO3

ci pi≡
∂ log P0

∂ x , d i pi≡
∂ log P0

∂ y



  

もう少し
新しい文字やローレンツ変換などを使ってシンプルにすると、

m a i=e F ij v
j2

3
e2 hi

k ȧk
4
3

e2 hi
k F p

k F pj v
jT iO3

右辺はそれぞれ
1st : Lorentz force
2nd : radiationreaction
3rd : external force
4th : tail term

T i=
e
m ωk

j F ji−ωi
j F jk−2G F ik vk

=∫−∞

u
du [⋯]

tail termは無限の過去から現在までの
時間積分であり、過去の影響が時空

.を巡って現在に力を及ぼしている

u



  

さいご

● 先行研究との比較

● より高次の導出

● ここで得られた時空を他に利用

● 初期の問題設定の変更

例：スピンするブラックホール

以上
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