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今日のテーマ：正準変換２

問１ [正準変換１]

(1) W =
∑

i qiPi は恒等変換、W =
∑

i piPi およびW =
∑

i qiQi は座標と運動量を入れ替える

（符号も変わる）変換である。

(2) 答えのみ（q, P の式は各自で計算すること）。

(a) p1 = P1 + P2, p2 = P2, Q1 = q1, Q2 = q1 + q2

(b) p1 = P1 + P2, p2 = P1 − P2, Q1 = q1 + q2, Q2 = q1 − q2

(c) p1 = P1 + P2 + P3, p2 = P2 + P3, p3 = P3, Q1 = q1, Q2 = q1 + q2, Q3 = q1 + q2 + q3

(3) q = e−Q sin pと P = e−Q cos pからW (Q, p) = e−Q cos pとすれば良い。

問２ [正準変換２]

(1)(a) p = q cotQ, P = 1
2q

2 1
sin2 Q

。整理して q =
√
2P sinQ, p =

√
2P cosQ, H = P となる。

(b)(c) 略：Ṗ = 0, Q̇ = 1より位相空間上では P 一定の直線を描く。

(2) 略：H = 0となるから、位相空間上での軌道は不動な点となる。

問３ [正準変換３]

(1) 答えのみ。これらが求める座標変換を与えることは各自確かめよ。

(a) W = −(pxR cos θ + pyR sin θ + pzZ)

(b) W = −(pxr sin θ cosϕ+ pyr sin θ sinϕ+ pzr cos θ)

(2)(a) 答えのみ：W = −px(ξ cosωt− η sinωt)− py(ξ sinωt+ η cosωt)− pzζ

(b) H ′ = H + ∂W
∂t = 1

2m (P 2
ξ + P 2

η + P 2
ζ ) + V

(√
ξ2 + η2 + ζ2

)
+ ω(Pξη − Pηξ)

ξ̇ =
Pξ

m
+ ωη, η̇ =

Pη

m
− ωξ, ζ̇ =

Pz

m

Ṗξ = −∂V

∂ξ
+ ωPη, Ṗη = −∂V

∂η
− ωPξ, Ṗζ = −∂V

∂ζ

これが回転系での運動方程式を与えることは各自確かめよ。

問４ [微小正準変換]

(1) G = pi：運動量の i成分。

(2) G = ypx − xpy = −Lz：角運動量の z 成分（の逆符号）

(3) G = (p× x) · e = −L · e
(4) 時間推進の生成子はハミルトニアンH になる。無限小変換を積み重ねて有限の変換を作ると、

それもやはり正準変換である。これは正準方程式に従った時間発展はハミルトニアンを生成子と

する正準変換であるということを表している。
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