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問１ [連続場の解析力学]

(1) 積分領域の境界で全ての変分をゼロとする端点条件を与えて通常通り変分すればよい。
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(2) ポテンシャルを展開すれば V ≃ 1
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であり、２次元に拡張したオイラー・

ラグランジュ方程式を計算すれば
∂2z

∂t2
=

S

σ
∇2z

（∇2 = ∂2

∂x2 + ∂2

∂y2 は２次元のラプラシアン）という２次元の波動方程式を得る。

(3) 略：ポテンシャルに重力エネルギー σgz を付け加えて計算せよ。

問２ [Klein-Gordon方程式]

(1) 振り子のポテンシャルは振れ幅が微小ならばmgl(1− cos θ) ≃ 1
2mglθ2。ラグランジアンは
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mḊi

2 −
N∑
i

1

2
k(Di+1 −Di)

2 −
N∑
i

1

2

mg

l
D2

i

(2) 問題２の問４と同様にして（ただし α = ρg
l ）
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(3) 問１と同様にして
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これは古典論における Klein-Gordon場の方程式と同じ形をしている。

問３ [総合問題：極値での振動]

最下点付近の微小振動を考える。拘束条件から z ∝ x2 等なので z 方向の運動は無視できる。ラグ

ランジアンは L = 1
2m(ẋ2 + ẏ2)−mg(Ax2 + 2Hxy +Ay2)。

(1) 通常通り運動方程式を対角化すれば固有値は ω =
√

2g(A±H)、固有ベクトルは (1,±1)。

(2) θ 回転した座標系 X,Y に変換し、拘束条件から Y=0 とするとポテンシャルが U = (A +

H sin 2θ)X2 と書けるので、振動数は ω =
√

2g(A+H sin 2θ)。

(3) 0 < θ < π の範囲で考えると、θ = π/4の時最大、θ = 3π/4の時最小値を取る。これらは元

の系の固有振動数と対応している。
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問４ [散乱]

(1) 略

(2)(a) 幾何学的に球の表面での反射を考えて衝突パラメータと散乱角の間の関係を求めると

b = a cos χ
2。これを散乱断面積の定義に入れて計算すれば dσ = πa2

2 sinχdχ。これを全ての散乱

角について積分すれば σ = πa2 を得る。これは球の幾何学的な断面積と一致する。

(b) 球の表面に到達可能な最大の衝突パラメータを求めれば良い。このような粒子がポテンシャ

ル中心に最も近づく半径を rmin とすれば rmin = Rであり、その場所では動径速度 ṙ はゼロだか

らエネルギーは E = 1
2mR2θ̇2 − GMm

R である。一方エネルギーと角運動量の保存から無限遠での

値を考えると E = 1
2mv2∞、 h = R2θ̇ = bv∞（問題１２問２も参照）。これらを用いると
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となり、球の表面での重力ポテンシャルと無限遠での運動エネルギーの比に相当する分だけ重力

によって断面積が幾何学的な断面積よりも大きくなる。

(3) 略。「初等的積分」は問題１２の問２で既に計算済みである（GMm → −α と置き換えて、

l = mh2

α , ε = Amh2

α と取り直せば r = l
ε cosϕ−1）。散乱角度はこの軌道から求めることができる

（r = ±∞となる ϕを求める。εはエネルギーから計算できる）。詳しくはランダウ・リフシッツ

「力学」第４章等を参照。
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