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今日のテーマ：ハミルトン–ヤコビの理論、断熱不変量
問１ [ハミルトン–ヤコビの偏微分方程式]
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(3) X(x) = ax, Y (y) = by はすぐにわかる。付加定数を除いて
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(5) a, bを運動量に戻し、定数を適当に取り直すと x = x0 + vxt, y = y0 + vytとなり x, y 方向

には等速直線運動をする。z 方向については

2m(c−mgz)

m2g2
= (t− γ)2

定数を適当に取り直して
z = −g

2
t2 + vzt+ z0

が得られる。これは放物運動の式である。

問２ [断熱定理]

(1)(a) 答えのみ：J = 2pL = 2
√
2mEL

(b) t = 0 で左の壁から出発して戻ってくる一周期を考える。t = 0 で箱のサイズが L であり、

時刻 t に右の壁に到達したとすると t(v + V ) = L。右に向かって運動している間の作用変数は

J1 = p(L− V t) = v
v+V pL = v

v+V

√
2mEL。壁に反射した後の速度は v′ = v + 2V でありこの時

のエネルギーは v ≫ V で展開して E′ = m
2 (v + 2V )2 ≃ E + 2

√
2mEV。左に向かっている間の

作用変数は J2 =
√

2mE + 2
√
2mEV (L− V t)。合わせて J = J1 + J2 ≃ 2

√
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[
1−
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となり、V の一次では変化しない。

1



(2)(a) J =
∮
pdq は要するに位相空間の軌道の囲む面積である。よって

J = πab = π
√
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（ν は振動数）

(b) J が不変だから、ω に比例してエネルギー E が変化し、それに応じて速度や振幅も変化する。

問３ [前期量子論]

(1) 問２ (2)(a)を用いて E = nhν。量子力学の結果とは零点エネルギーの半整数分ずれる。

(2) 回転角 θ に対応する運動量は Iθ̇ = Iω である。周期が T = 2π
ω であることに注意して一周期

積分して作用変数を求めると

J =

∮
pθdθ =

∮
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dθ

dt
dt = Iω2T = 2πIω

これが量子化されるので ω = nh
2πI。回転のエネルギーは

E =
1

2
Iω2 =

n2h2

8π2I

これも量子力学の結果 E = h2

8π2In(n+ 1)とはずれていることに注意。

(3)(a) 略：与えた公式を用いて計算すればよい。

(b) 答えのみ：
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(c) 答えのみ：
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(d)

J = Jr + Jθ + Jϕ = 2π

√
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に量子条件 J = nhを適用して

E = − me4

8h2ε20

1

n2

定数を入れて計算すると（「具体的な値を求めよ」と問題文にあるはず）

E = −13.6
1

n2
[eV]

これは水素原子の量子化されたエネルギー準位である。基底状態 n = 1と nが無限大の準位のエ

ネルギー差は ∆E = 13.6 eV であり、これは水素原子のイオン化エネルギー（電離に必要なエネ

ルギー）である。E = hc
λ を用い、二つのエネルギーの準位差を計算すると水素原子のスペクトル

線の波長に関するリュードベリ（Rydberg）の式
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λ
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)
が得られる（Rはリュードベリ定数）。
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